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OMAR KHAYYAMSs Losungsverfahren fiir kubische Gleichungen
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Der persische Mathematiker, Astronom, Philosoph und Dichter OmMAR
KHAYYAM (1048 — 1131) erkannte, dass sich das Losen von kubischen
Gleichungen auf die Schnittpunktbestimmung von geeigneten Kegelschnitten
zuriickfiithren lasst.
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Algebraische Verfahren zur Losung von Gleichungen 3. Grades wurden erst
im 16. Jahrhundert durch ScipioNE DEL FERRO, NiccoLo TARTAGLIA und Lubovico 3
FERRARI entwickelt.
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Beispiel 1: Die Lésung der Gleichung x* = a ergibt sich als Schnitt einer gestauchten Parabel mit

y= l-x2 und einer Normalhyperbel mit y = l
a x

Fiir die Zeichnung wurde a = 2 gewahlt. Erlautern Sie.

Beispiel 2: Die Gleichung x’ + a’x = a’b |6ste OMAR KHAYYAM durch Schnitt des Kreises
x* + y* = bx mit der Parabel x* = qay . Fiir die Zeichnung wurden a =3 und b = 2 gewihlt.

Erldutern Sie.
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Auf dem Arbeitsblatt wurden die Typen 1 und 2 der kubischen
Gleichungen aus der Klassifikation von OMAR KHAYYAM (Ta-
belle 1) betrachtet. Weitere Typen kénnen ergdnzend zu dem

Arbeitsblatt im Unterricht untersucht werden.

Typen kubischer Losung durch Schnitt von
Gleichungen
1) $B¥=c Zwei Parabeln
2) B+bx=c Kreis und Parabel
B) ¥*+c=bx Parabel und Hyperbel
4) ¥=bx+c Parabel und Hyperbel
(5) ¥+ax*=c Parabel und Hyperbel
(6) x*+c=ax? Parabel und Hyperbel
7) ¥*=ax’*+c Parabel und Hyperbel
8) ¥+ax*+bx=c Kreis und Hyperbel
9) ¥+ax*+c=>bx Zwei Hyperbeln
(10) ¥ +bx+c=ax? Kreis und Hyperbel
(11) ¥*=ax>+bx+c Zwei Hyperbeln
(12) ¥*+ax*=bx+c Zwei Hyperbeln
(13) ¥ +bx=ax’+c Kreis und Hyperbel
(14) x¥*+c=ax*+bx Zwei Hyperbeln

Tab. 1. Typen kubischer Gleichungen und OMAR KHAYYAMs Auswahl

geeigneter Kegelschnitte zur Losung

e Losung von (3) x°* + ¢ = bx durch den Schnitt der Graphen
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Abb. 4. Losung der Gleichung x° + 2 = 6x
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Abb. 5. Losung der Gleichung x* + 5 =3x

Aus den beiden Beispielen mit b =6, c=2bzw. b=3, c=5 wird
deutlich, wie die Anzahl der Lésungen von der Wahl der Ko-
effizienten abhangt.

e Losung von (4) x* = bx + ¢ durch den Schnitt der Graphen

vony = % und y = % X - % —im Vergleich zu (3) mit

gespiegeltem Graphen.
e Losung von (5) x* + ax* = ¢ durch den Schnitt der Graphen

-Lindy=1 ap_a*
vony=yundy=73 -(x+2) ~ 4
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Abb. 6. Losung der Gleichung x° + 2x =1
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e Losung von (6) x° + ¢ = ax* durch den Schnitt der Graphen

1 1 ap_a
Vony=—§undy=g~(x—§) I
e Losung von (7) x° = ax? + ¢ durch den Schnitt der Graphen
“Llindy=1 ap_a
vony =3 un y—c'(x—z)—4c.

Von Gleichungstyp (8) an versagen dhnliche Ansétze.

Wesentlich fiir die zuletzt betrachteten Losungswege ist die
Verwendung von Funktionsgleichungen fiir Parabeln und
»Normal«-Hyperbeln in einem Koordinatensystem — Vorausset-
zungen, iiber die die Mathematiker erst ab dem 17. Jahrhun-
dert verfiigten.

Die von OMAR KHAYYAM durchgefiihrten Untersuchungen be-
zogen sich auf Kegelschnitte, deren Konstruktion durch grie-
chische Mathematiker wie APOLLONIUS VON PERGE (262-190
v. Chr.) umfassend beschrieben und durch IBRAHIM IBN SINAN
(908-946), dem bertihmten Enkel THABIT IBN QURRAS (826-901),
in die Wissenschaft der islamischen Welt eingefiihrt wurden
(BERGGREN, 2011).

Fiir die Behandlung der Fille (3) und (4) beispielsweise be-
trachtete OMAR KHAYYAM Parabeln und Hyperbeln mit zuein-

ander orthogonalen Symmetrieachsen.

Gemeinsame Punkte der Parabel mit

v
und der durch den Ursprung verlaufenden Hyperbel mit

(x +u)y ¥ _q
w0t

miissen die Gleichung

(rtup
T vl
erfiillen. Umformung ergibt fiir x # 0:
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27192 27192
vw vw

S 5 X2+ 22U - 5 x + 0P = Xt + vw?
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S x+2u-—5=x°,
u u

also mit b = szz und ¢ =2u - b eine Gleichung vom Typ (4).

Firu=3undv=2und w=2, alsob= % und ¢ =% erhalt man
die in Abbildung 7 dargestellte Situation.
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Abb. 7. Losung der Gleichung x* = %x + %
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