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SChLlZpI’aXiS Anwendungsbezogene Optimierungsaufgaben

Satz 3: Allgemeine Mittelungleichung
Fir n nichtnegative reelle Zahlen x,;---;x, (n €N)ist

wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn x, =---=x, ist.

Beweis nach AuGuUST-Louls CAUCHY (1789-1857): Zunachst wird die Mittelungleichung mittels
vollstandiger Induktion fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen, die sich als Zweierpotenz darstellen

lassen. Dann werden alle natirlichen Zahlen betrachtet, die nicht die Form 2% haben.

Induktionsanfang n = 2:

X +x

Die Aussage folgt unmittelbar, da die Ungleichung 3/x, - x, = Tz dquivalent ist zur Ungleichung

O=x, -2-x,'x, +x, = (,/xl -/, )2, wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn x; =
X, ist.
Fir n = 22 erhilt man mit dem eben Bewiesenen

X, +Xx Xy +X
1 2 .73 4

X, "X, +4/Xy X
‘{/xl'xz'x3'x4 =\/\/x1'x2 '\/X3'X4 S\/ L2 2\/ 3 = 2 5 2 =x1+x2-;x3+x4

’

X+ X, + X, + X
alsoist 4/x, " x, *x, " x, s —2—3 "4

4

und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x; = x, = x3 = x; ist.

Induktionsannahme n = 2% (kON :
X+ + X
RX Xyt X, S L ""  wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn
n
X, =Xx, =--=Xx,ist.

Induktionsschritt n[] 2n (= 2%*1):

Aus Hx; - Xy oo Xon = \/'{/xl Xyt Xy vxnﬂ Xyt Xon
folgt nun mit dem Induktionsanfang

. PR . c Y e e *
\/V'xl x2 xn A xn+1 x2 x2n = ( )

und mit der Giiltigkeit der Induktionsannahme
X +X,++ X +xn+1+x2+---+x2n
’{/xl'xz""'xn+Vxn+1'x2.“"x2n - n n (**)

2 2
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Schulpraxis Anwendungsbezogene Optimierungsaufgaben

Nun ergibt sich mit (*) und (**)

X, +xX, +-+X
2 . . 1 2 2n
‘ﬂxl X, x2n = .

2n
Damit ist der Satz fiir alle n = 2" (m €N) bewiesen.

Jetzt gelte 2F < n <25 (k=1;nEN).
X, + X, + X,
3 )

Fir k = 1, also n = 3 wahlt man zusatzlich noch x, =

So erhalt man aus dem Vorhergehenden

X+ X, + X,
X+ Xy X+ ———————

4l v - 3
X, "Xy Xyt X, S <X,

4

Nach einer einfachen Umformung ergibt sich

3 R X+ X, + X5
XXy Xy =sx,,dh3xcx, oy s ———,

3

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn x, = x, = x;ist.

Im allgemeinen Fall figt man zu den Zahlen x ,---,x, noch die 251 =y Zahlen

X, +X,++Xx
1 2 .
=.'.=x2k+l = n ='aM
n
hinzu. Daraus folgt mit dem oben Bewiesenen
Xyt X, X b X
2k+1 '
Mit (***) erhadlt man fir die vorstehende Ungleichung

X

ol (**%)

k+1 . DR . “eee e
2\/x1 X, X, X, Xy S

nay
/_/%

kel 2k+\1/ ( )zk“_n X+t X, + (2’”1 —n)-aM

\/xl Xyt Xp "X 70 Xopar =T X 70t X, Ty = ksl =dy
Aus dieser Ungleichung folgt durch Potenzieren

k+l_n 2k+1 n

Xyt xn-(aM) s(aM) ,alsox «---- X, =a,.
Somit ergibt sich jetzt mit (***)
. X+t X,

xl * eee * xn s —[

n

wobei nach dem bisher Bewiesenen das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn x, =--- = x  ist.
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