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Emptehlungen fiir zentrale
Prifungen in Mathematik

Betrachtet aus der Perspektive der Schnittstelle Schule-Hochschule

GILBERT GREEFRATH — HANS-JURGEN ELSCHENBROICH — REGINA BRUDER

Der Beitrag befasst sich mit dem Einsatz von digitalen Medien im Abitur im Kontext einer aktuellen Debatte um Grundfer-
tigkeiten an der Schnittstelle zwischen Schule und Universitit. Die Verfasser wollen damit zur Diskussion um den Technolo-
gie-Einsatz im Abitur beitragen. Wichtige Aspekte sind dabei, ob die Zweiteilung in CAS- bzw. Nicht-CAS-Abituraufgaben
noch sinnvoll ist, welche Rolle Anwendungen spielen konnen und wie mit der Uberpriifung rechnerfreier Grundfertigkeiten

umgegangen werden soll.

1 Ausgangslage

Zentrale Abiturpriifungen gibt es in ei-
nigen Bundesldndern schon seit vielen
Jahren. In den meisten {ibrigen Landern
wurden sie im Laufe der letzten Jah-
re eingefiihrt. Die moglichen digitalen
Hilfsmittel werden in vielen Landern in
die Gruppen wissenschaftliche Taschen-
rechner (WTR), grafikfdhige Taschen-
rechner (GTR) und Computeralgebra-
systeme (CAS) unterschieden. Nicht in
allen Landern sind die gleichen Hilfsmit-
tel zugelassen. Wahrend beispielsweise
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in Niedersachsen die Verwendung von
mindestens grafikfdhigen Taschenrech-
nern vorgeschrieben ist, ist die Verwen-
dung dieser Gerdte in Bayern zurzeit
nicht gestattet. Sonderregelungen gibt es
in einigen Landern fiir CAS-Projekte.

Parallel dazu gibt es derzeit Klagen von
Hochschulen iiber mangelnde Mathe-
matik-Kenntnisse und -Fertigkeiten der
Abiturienten. Der Einsatz von digitalen
Werkzeugen im Mathematikunterricht
wird in diesem Zusammenhang als
Grund angefiihrt. Allerdings gab es die-
se Klagen von Hochschulen auch schon

lange vor den GTR und CAS (s. z.B.
DMV, 1976).

2 Verwendung von digitalen
Werkzeugen in Abiturpriifungen

Die digitalen Werkzeuge werden fiir die
Priifungen in Gruppen eingeteilt. Eini-
ge Lander, z. B. Hessen, unterscheiden
WTR, GTR und CAS und erstellen drei
unterschiedliche Aufgabengruppen. In
Nordrhein-Westfalen dagegen gibt es
eine eigene Aufgabengruppe fiir CAS
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und eine weitere Aufgabengruppe fiir
WTR und GTR (= Nicht-CAS) gemein-
sam.

Abhéngig von den Vorgaben der einzel-
nen Lander ist die tatsdchliche Verwen-
dung von digitalen Werkzeugen in Prii-
fungen sehr unterschiedlich. Wahrend in
Niedersachsen der GTR- oder CAS-An-
teil in der Priifung aufgrund der Vorga-
ben bei 100 % liegt, ist dieser in Bayern
auf wenige Projektschulen beschrankt.
Der Einsatz von CAS ist in Priifungen
wenig verbreitet. So lag beispielsweise
der entsprechende Anteil der Schulen im
Bereich der Bezirksregierung Diisseldorf
(NRW) im Jahr 2007 unter 4 %, im Jahr
2009 bei etwa 6 %. In Hessen liegt der
CAS-Anteil schiatzungsweise bei 6 %.
Die Situation in den einzelnen Bundes-
landern stellt sich also sehr unterschied-
lich dar. Zwei Beispiele aus den Landern
Baden-Wiirttemberg und Nordrhein-
Westfalen sollen dies verdeutlichen.

2.1 Das Beispiel Baden-Wiirttemberg

In Baden Wiirttemberg gab es bereits
vor der Landesgriindung 1952 ein Zen-
tralabitur. Im Mathematikunterricht des
Gymnasiums ist die Verwendung ei-
nes GTR bereits ab der Sekundarstufe I
obligatorisch. Die Aufgaben im Abitur
bestehen derzeit aus einem hilfsmittel-
freien Pflichtteil und einem Wahlteil. In
den Wahlaufgaben ist grundsitzlich ein
GTR erlaubt. Die Verwendung des GTR
wird ggf. durch die Anweisungen in den
Aufgaben eingeschrankt. So wird bei den
Anweisungen »exakt bestimmen, exakt
berechnen, exakt ermitteln« eine Rech-
nung ohne Verwendung des GTR und die
Angabe eines algebraisch exakten Ergeb-
nisses sowie bei den Begriffen »beweisen,
nachweisen, zeigen« eine liickenlose, lo-
gische Beweisfiihrung erwartet. Im Ge-
gensatz zu anderen Bundeslandern gab
es in Baden-Wiirttemberg — abgesehen
von den dargestellten Besonderheiten
— lange Zeit keinen offiziellen Operato-
renkatalog, wenngleich es eine aus der
Tradition erwachsene Sprachregelung
fiir die Formulierung von Aufgaben gibt.
Im Rahmen von Projekten ist auch die
Verwendung eines CAS im Abitur mdg-
lich. Dazu gibt es im Bereich Analysis
eigene, zentral gestellte Aufgaben. Die-
se entstehen durch Modifizierung der
GTR-Aufgaben, indem Aufgabenteile,
die durch die Bearbeitung mit dem CAS
einen Vorteil brachten, verandert wer-
den oder indem die Komplexitit des
Funktionsterms durch Einfithrung von
Parametern erhoht wird.

2.2 Das Beispiel Nordrhein-Westfalen

In Nordrhein-Westfalen wurden im Jahr
2007 Abiturpriifungen mit zentral ge-
stellten Aufgaben eingefiihrt, und die
Aufgaben werden in Gruppen entwi-
ckelt. In der Regel gibt es jeweils themen-
gleiche bzw. kontextgleiche Aufgaben
fiir Grund- und Leistungskurs sowie mit
und ohne CAS-Einsatz. Die Lehrenden
entscheiden, ob die Aufgaben mit oder
ohne CAS gewahlt werden. Innerhalb
dieser Aufgabengruppen gibt es fiir die
Lehrenden weitere Auswahlmoglichkei-
ten, die sich durch Alternativen im Lehr-
plan ergeben. Die Schiiler haben keine
Auswahlméglichkeit.

In der Aufgabengruppe ohne CAS diir-
fen sowohl wissenschaftliche Taschen-
rechner als auch grafikfahige Taschen-
rechner (ohne CAS) eingesetzt werden.
Die Aufgaben mit und ohne CAS-Einsatz
unterscheiden sich hdufig nur in einzel-
nen Punkten. Insbesondere im Bereich
Stochastik sind die Unterschiede zwi-
schen Aufgaben mit und ohne CAS-Ein-
satz sehr gering bzw. nicht vorhanden.
Beispielsweise unterscheiden sich die
Aufgaben »Shell-Studie«! im Jahr 2009
fiir den Grundkurs lediglich um einen
Teil einer Teilaufgabe.

Um die unterschiedliche Hilfsmittel-
verwendung in der Nicht-CAS-Gruppe
auszugleichen, werden in einigen Aufga-
benteilen Funktionsgraphen vorgegeben.
Grafikfihige Taschenrechner haben aber
héufig noch weitere Funktionalitdten, die
weit iiber die Fahigkeiten wissenschaft-
licher Taschenrechner hinausgehen. So
konnen beispielsweise im Bereich der
Stochastik mithilfe eines grafikfahigen
Taschenrechners mit einer erheblichen
Zeitersparnis Werte (z. B. fiir die Binomi-
alverteilung) bestimmt werden. Daher
koénnen Schiiler mit grafikfdhigem Ta-
schenrechner (Zeit-)Vorteile haben.

Die Zusammenfassung von WTR bis
GTR zur Klasse >Nicht-CAS«< hat in der
Praxis zu einer enormen Verbreitungs-
steigerung der GTR gefiihrt, aber nicht
zu einer spiirbar hoheren Akzeptanz der
CAS-Aufgaben.

2.3 Typische Aufgabe aus dem Bereich
Analysis

Eine typische Aufgabenstellung aus
dem Bereich Analysis® zeigt Kasten 1.
Die entsprechenden Parallelaufgaben
fiir Grund- und Leistungskurs bzw. mit
und ohne CAS unterscheiden sich im
Wesentlichen nur durch die Anzahl der
Parameter.

Grundkurs | Leistungskurs
((’:}X‘; f=8-t 0 | fif)=a-t- 0>
(r:rzts f(t) =q-t-e02t f(t) =q-t-ett

Bei der ndheren Untersuchung kann
man einige weitere Unterschiede zwi-
schen Aufgaben, die mit bzw. ohne CAS
bearbeitet werden sollen, finden. Die
Unterschiede liegen in der geringeren
Kleinschrittigkeit der Aufgabenstellun-
gen, der grofieren Bedeutung bzw. dem
Vorhandensein eines Sachkontextes und
der geringeren Anzahl von Standard-
Aufgabenteilen in den CAS-Aufgaben.
Durch den in CAS-Aufgaben etwas
starker auftretenden Sachkontext wird
zusétzlich der Wiedererkennungseffekt
fiir Standard-Aufgabenteile geringer.
Der auffilligste Unterschied ist aber die
Lange der Aufgabentexte. Die Aufga-
benstellungen der CAS-Aufgaben sind
in einigen Féllen etwa 60 % langer als
die vergleichbaren Aufgaben ohne CAS.
Zusatzlich kann es durch den Einsatz
unterschiedlicher CAS-Systeme zu un-
terschiedlichen, technisch bedingten,
Losungsmoglichkeiten bzw. Problemen
kommen.

Viele der Unterschiede zwischen CAS-
und Nicht-CAS-Aufgaben hiangen nicht
direkt mit dem Einsatz eines Compu-
teralgebrasystems zusammen. Die Un-
terschiede in den Aufgabenstellungen
entstehen auch durch eine neue Auf-
gabenkultur und eine stdrkere Fokus-
sierung auf prozessbezogene Kompe-
tenzen, die hdufig mit dem Einsatz von
digitalen Medien im Unterricht verbun-
den werden. Aufgabenteile, in denen
tatsachlich ein CAS benétigt wird und
kein GTR ausreicht, sind nur selten in
den Abituraufgaben zu finden. War his-
torisch der Unterschied zwischen CAS
und wissenschaftlichen Taschenrech-
nern (z. B. TI 30) sehr grofs, so ist er Jahr
fiir Jahr geschrumpft. GTR beherrschen
mittlerweile Funktionenplots, numeri-
sches Differenzieren, Integrieren, Lo-
sen von Gleichungen, das symbolische
Losen von quadratischen Gleichungen,
Matrizenoperationen usw.

2.4 Realitdtsbeziige und
Anwendungen

Ernsthafte und umfangreiche Modellie-
rungsaufgaben sind aus verstandlichen
Griinden in Abituraufgaben bisher in

L http:/lwww.standardsicherung.nrw.de/abitur-gost/fach.php?fach=2 (M GK HT 7 2009)
2 http:/lwww.standardsicherung.nrw.delabitur-gost/fach.php?fach=2 (M GK HT 1 CAS 2008)
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Aufgabenstellung:

Ein Pharmaunternehmen produziert ein Antibio- ™
tikum in unterschiedlichen Wirkstoffdosierungen, @
das in Tablettenform verabreicht wird. Der zeitli- &
che Verlauf der Wirkstoffkonzentration im Blut 4
eines Patienten nach Einnahme einer Tablette
kann ndaherungsweise durch die Funktionenschar
f,(O)=a-t-e%* t20, a>0,

AU

10 16 20 26 30

beschrieben werden. Dabei wird die Zeit t in Stunden seit der Einnahme und die Wirkstoff-

konzentration f,(f) im Blut in Milligramm pro Liter (mg/l) gemessen; die Héhe der Wirk-
stoffdosierung wird durch den Parameter a berticksichtigt. Die Abbildung zeigt den Gra-
phen einer Funktion der Funktionenschar.

Kasten 1. Typische Aufgabe aus dem Bereich Analysis

der Regel nicht anzutreffen. Allerdings
kann die Konstruktion von realitatsbe-
zogenen Aufgaben durch die Wahl ge-
eigneter Kontexte und den ernsthafteren
Einsatz von GTR oder CAS optimiert
werden. Gerade in den Analysis-Auf-
gaben findet man zur Zeit auflerma-
thematische Kontexte mit (zum Teil zu
stark) vereinfachenden Modellierungen
von Wachstumsprozessen, Wasserzu-
fluss oder Wirkstoffkonzentrationen wie
Trassierungen oder die Beschreibung
von Dichern mithilfe von Funktions-
gleichungen. Diese Problematik zeigt
auch das oben beschriebene Beispiel
aus der Analysis. Auflerdem gibt es fiir
die Nicht-CAS Gruppe innermathema-
tische Kurvendiskussionen ohne An-
wendungsbezug. Zudem findet man
im Bereich der Analytischen Geometrie®
héufig unrealistische Einkleidungen von
mathematischen Problemen (Kasten 2).

3 Losungsvorschldge
3.1 Lernen und Leisten

Einerseits konnen schriftliche Priifungen
nicht direkt den Unterricht bzw. das ge-
samte Kompetenzspektrum eines allge-
meinbildenden Mathematikunterrichts
abbilden. Da Aufgaben fiir eine schriftli-
che Priifung in der Regel kleinschrittiger
aufgebaut sein miissen als das fiir Auf-
gaben fiir Lernsituationen notwendig
wire, ist es oft schwierig, authentische

Anwendungen in Priifungsaufgaben
zu verwenden. Auch experimentelles
Arbeiten ist aufgrund der Priifungssitu-
ation haufig nicht mdglich. Daher sind
Modellierungsaufgaben in Priifungen
kaum durchfiihrbar, und es konnen z. B.
nur Teilschritte des Modellierungskreis-
laufs in Priifungsaufgaben aufgenom-
men werden (s. GREEFRATH, LEUDERS &
PALLACK, 2008).

Andererseits darf sich ein guter Unter-
richt nicht allein an Priifungsaufgaben
orientieren, sondern muss vielfaltige
Lerngelegenheiten zu einem nachhal-
tigen Kompetenzerwerb bieten. Auch
ist festzustellen, dass prozessbezogene
Kompetenzen, die im Unterricht eine
wichtige Rolle spielen miissen, in der
schriftlichen Priifung oft so nicht abge-
priift werden konnen. Es sollte daher
auch uber individuelle, nicht-zentrale
Priifungsformate nachgedacht werden,
die in ihrem Kompetenzspektrum iiber
die schriftlichen Aufgaben des Zentral-
abiturs hinausgehen.

3.2 Rechnerfreier Priifungsteil

Sowie man beim sinnvollen Taschen-
rechnereinsatz in der Sekundarstufe I
beispielsweise Kopfrechnen, Schétzen
und Uberschlagen regelmafig fordern
und fordern sollte, so sollte man auch
in der Sekundarstufe II festlegen, wel-
che Fertigkeiten rechnerfrei beherrscht

werden sollen. Einige Bundeslander
sind konsequenterweise im Abitur dazu
iibergegangen, in einem rechnerfreien
Teil der schriftlichen Priifung mathema-
tische Grundfertigkeiten abzufragen.

3.3 Priifungsteil mit digitalen
Werkzeugen

Der immer geringer gewordene Unter-
schied zwischen GTR und CAS recht-
fertigt nicht den Aufwand (und die
Probleme), die mit zwei Abituraufga-
bengruppen verbunden sind. Wiirden
alle Schulen bereits auf GTR-Niveau ar-
beiten, so konnte man CAS als spezielle
Grafiktaschenrechner (»GTR+«) einord-
nen.

Wer im Unterricht mit CAS als Erwei-
terung von GTR arbeiten will, kann das
problemlos tun. Die Abituraufgaben
kénnten alle auf GTR Niveau erstellt
werden, so dass CAS-Klassen weder
Vorteile noch Nachteile hatten. Im Un-
terricht kann unabhingig von der GTR-
Verwendung zusitzlich ein CAS (z. B.
im Computerraum) eingesetzt werden.
Alternativ konnen auch CAS-Hand-
helds als erweiterte GTR in Unterricht
und Priifungen verwendet werden.

Wenn GTR als verbindliches Werkzeug
(im Sinne von unterer Grenze) festgelegt
wird, wiirden sich viele Probleme aufl6-
sen, ohne dass deswegen die Qualitat der
Aufgaben leiden muss. Gleichzeitig kon-

> http:/lwww.standardsicherung.nrw.delabitur-gost/fach.php?fach=2 (M LK HT 4 2007)
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nen CAS problemlos zum entdeckenden
Lernen und experimentellen Arbeiten
im Unterricht verwendet werden.

Alle Beteiligten brauchen klare Vorga-
ben, welche Funktionalitdten der einge-
setzten digitalen Werkzeuge verwendet
werden diirfen bzw. sollen. Dies konnte
in die Richtung gehen, die das Land Nie-
dersachsen bereits beschritten hat (vgl.
das Kerncurriculum fiir die Oberstufe
sowie die Ergebnisse des Modellprojek-
tes CALIMERO). Hier wurden fiir alle
relevanten Inhalte die vorausgesetzten
Fahigkeiten mit dem Rechner aufgelis-
tet; z. B. fiir die Stochastik: (1) Zufalls-
zahlen erzeugen, (2) Berechnung von
Fakultaten und Binomialkoeffizienten,
(8) Bestimmung von Wahrscheinlich-
keiten einer Binomialverteilung und der
Normalverteilung. Dieser Ansatz ist eine
Weiterfithrung der Ideen von HERGET,
HEUGL, KUTZLER & LEHMANN, 2001. Dies
lasst sich weiterdenken zu (4) Numeri-
sches Differenzieren und Integrieren, (5)
Numerisches Losen von Gleichungen,
(6) Rechnen mit Matrizen usw.

3.4 Realitatsbeziige und
Anwendungen

Die Formulierung von realitdtsbezoge-
nen Aufgaben orientiert sich haufig an
typischen eingekleideten Aufgaben oder
aus Schulbiichern bekannten Sachkon-
texten. Diese Aufgaben erscheinen auf
den ersten Blick oft schwer losbar, wenn
man den Realitdtsbezug des Kontextes
ernst nimmt. Erkennt man dagegen die
Einkleidung und nimmt den Kontext
nicht ernst, ist die Bearbeitung einer sol-
chen Aufgabe hiufig deutlich einfacher,

da dann die Aufgabe als Standardauf-
gabe erkennbar wird. Hier sollte durch
geeignete  Aufgabenstellungen eine
solche Benachteiligung ausgeschlossen
werden.

Anwendungssituationen sollen in Prii-
fungsaufgaben so vorkommen, dass
sie einen authentischen Mathematikge-
brauch darstellen oder Vorteile bei der
ProblemerschliefSung bieten. Wenn man
vermeiden will, dass nur blofie Einklei-
dungen statt echter Anwendungen ver-
wendet werden, fiithrt dies in der Praxis
zu einer starkeren Trennung von Kalkiil
und Modellierung in Priifungsaufgaben
(GREEFRATH, LEUDERS & PALLACK, 2008).
Allenfalls Teilhandlungen des Model-
lierungskreislaufs kénnen in Priifungen
thematisiert werden. Dies sollte jedoch
im Unterricht durch die Bearbeitung
von komplexeren Modellierungsaufga-
ben vorbereitet werden.

Speziell konnen Analysis-Aufgaben als
echte realitdtsbezogene Aufgaben gestal-
tet werden. Hier sollten vielfaltige Sach-
kontexte entwickelt werden, die eine
realistische und authentische Problem-
stellung beinhalten. In diesem Bereich
sind die starksten Verdnderungen durch
die Einfithrung von GTR oder CAS zu
erwarten. Dies bedeutet aber nicht, dass
innermathematische =~ Aufgabenstellun-
gen nicht mehr formuliert werden soll-
ten! Insbesondere im Bereich Analytische
Geometrie sind anwendungsbezogene
Aufgaben in vielen Féllen nicht authen-
tisch. Eine grofiere Anzahl sinnvoller
und machbarer Sachkontexte ist fiir die
in der Schule behandelten Inhalte der
Analytischen Geometrie nur schwer zu
finden. Eine mogliche Abhilfe fiir fehlen-

de authentische Mathematikaufgaben in
diesem Bereich ist die Verwendung von
innermathematischen Problemen. Dies
erscheint sinnvoller zur Entwicklung
eines angemessenen Mathematikbildes
als die Verwendung von eingekleideten
Textaufgaben.

Durch die Verlagerung von Kalkiil zu
GTIR oder CAS wird mehr Raum fiir
Beschreibungen und Begriindungen in
Priifungsaufgaben geschaffen. Auch dies
muss im Unterricht (und in der Lehrer-
fortbildung) vorbereitet werden!

3.5 Forschungsfragen

Parallel zu den beschriebenen Losungs-
ansdtzen an der Schnittstelle Schu-
le-Hochschule wird vielféltiger For-
schungsbedarf deutlich. Dieser kann
exemplarisch mit folgenden Forschungs-
fragen beschrieben werden:

* Wie ldsst sich eine Auswahl und
Abgrenzung hilfsmittelfreier Lern-
anteile in den einzelnen Stoffgebie-
ten fiir den Unterricht und fiir die
schriftliche Priifung begriinden?
Welche Wirkungen auf den Unter-
richt und fiir die Verfiigbarkeit von
Grundfertigkeiten in weiterfiihren-
den Bildungseinrichtungen hat die
Aufnahme hilfsmittelfreier Pflicht-
teile in die schriftliche Priifung?
Welche langfristigen Auswirkun-
gen eines definierten, konzeptba-
sierten Technologie-Einsatzes im
Mathematikunterricht zeigen sich
fiir die Tragfdhigkeit mathemati-
scher Begriffsbildungen und fiir
das Verstandnis mathematischer
Zusammenhange?

Ein Turm besteht aus einem quaderférmigen Grundbau mit einem
Spitzdach in Form einer geraden, quadratischen Pyramide (siehe
rechts). Auf Seite 2 finden Sie ein Schragbild des Turmes.

Der Turm erzeugt auf dem (horizontalen) Boden einen Schatten.

a) Zu einem bestimmten Zeitpunkt fallen die Sonnenstrahlen parallel

2
zum Vektor v =| 1
-1

ein.

Berechnen Sie die Endpunkte und die Lénge des Schattens, den die Dachkante SE
mit S(3|3|12) und E(6|0|4) in der x:-x,-Ebene erzeugt.

Kasten 2. Typische Aufgabe aus dem Bereich Analytische Geometrie.
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* Welche Aufgabenformate und
Gestaltungselemente sind geeignet,
solche Priifungsaufgaben zu kon-
struieren, die mehr auf mathemati-
sches Verstandnis abzielen und die
auch zwischen Werkzeugkompe-
tenz und mathematischer Sach-
kompetenz unterscheiden kénnen?
Welche Innovationen konnen die
Entwicklung einer geeigneten Prii-
fungskultur mit Technologieeinsatz
beférdern und welche Aktivita-

ten verschiedener Akteure sind
hilfreich zur Weiterentwicklung
der Unterrichtskultur jenseits von
»teaching to the test«?

Welche Qualitatskriterien sollen
Aufgaben fiir schriftliche Priiffungen
mit Technologieeinsatz erfiillen?
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